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$K$- $G$ $L^{1}(K\backslash G/K)$ convolution
, $(G, K)$ Gelfand pair .
Gelfand pair , ,
. , $N$ $\iota j$ , $K$ $N$
, $G=K\ltimes N$ . , $(G, K)$
Gelfand pair , $(K, N)$ Gelfand pair ,
$-$ $N$ Gelfand pair . [2] , $(K, N)$ Gelfand pair
$N$ 2-step , $N$ 2-step
. [2] , Heisenberg group Gelfand pair multiplicity free
. 2-step $-$
Gelfand pair , Heisenberg group
.
. [1] , Benson, Jenkins, Lipsman, Ratcliff
Orbit Condition coadjoint orbit Heisenberg group
Gelfand pair . 2-step m Gelfand
pair , [3] Orbit Condition ,
. ,
. , [7].
Orbit Condition . $G,N,K$
$\mathfrak{g},$ $\mathfrak{n},$
$\mathrm{f}$ , $9^{*},$ $\mathfrak{n}^{*},$ $\mathrm{e}*$ . $\xi\in \mathrm{g}^{*}$
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coadjoint orbit $O_{\xi}^{G}$ . $\mathrm{g}^{*}$ $\mathrm{e}$ annihilator $\mathrm{g}\perp$ .
Orbit Condition $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ , .
$(\mathrm{O}\mathrm{C})$ : $\xi\in\dot{l}^{\perp}$ , $O_{\xi}^{G_{\cap}\perp}\mathrm{g}$ $\mathrm{A}\mathrm{d}_{G}^{*}(K)$-orbit .
, $(K, N)$ Galfand pair , $G=K\ltimes N$
$K$ $K$ trivial multiplicity
1 . Orbit
method coadjoint orbit $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ . ,
$G=K\ltimes N$ Orbit method [6]
, $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ $(K, N)$ Gelfand pair
.
.
. $(K, N)$ Orbit Condition , $(K, N)$ Gelfand pair
.
, $(K, N)$ Gelfand pair $(\mathrm{O}\mathrm{C})$





2-step . $N$ $\mathfrak{n}$ , $\mathfrak{n}$ 3
. $\mathfrak{n}$ $\langle\cdot, \cdot\rangle$ , 3 $V$ ,
$\mathfrak{n}=\mathfrak{z}\oplus V$ . $\mathfrak{n}$ 2-step , $[\mathfrak{n}, \mathfrak{n}]\subset 3$ .
$z\in 3$ , $V$ $J_{z}$ :
(2.1) $\langle J_{z}v, w\rangle=\langle z, [v, w]\rangle$ $(v, w\in V)$ .
$\{J_{z} ; z\in 3\}$ 2-step $\mathfrak{n}$
. $V$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}J_{z}$ , $V=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}J_{z}\oplus V_{z}$
. z $V$ skew symmetric ,
.
2.1. $z\in 3$ Range $\text{ _{}z}=V_{z}$ . , $\text{ _{}z}|_{V_{z}}$ : $V_{z}arrow V_{z}$ .
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, $K$ : , $\sigma$ : $Karrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(N)$
. , $\sigma(K)$ $K$
$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(N)$ . , $\mathfrak{n}$ K-
. $K$ $\mathfrak{n}$ 3 ,
$\mathfrak{n}=_{3}\oplus V$
. . ,
(2.2) $K\subset$ { $(\phi,$ $T)\in \mathrm{O}(3)\cross \mathrm{O}(V);\tau\text{ }zT-1J=\emptyset z$ for all $z\in 3$ }
. $K$ $\mathrm{f}$ ,
(2.3) $\mathrm{f}\subset$ { $(A,$ $B)\in\epsilon \mathrm{o}(3)\oplus 5\mathrm{o}(V);B\text{ }z-\text{ }zB=\text{ }Az$ for all $z\in 3$ }
. $\mathrm{O}(3),$ $\mathrm{O}(V)$ 3, $V$ , $\epsilon \mathrm{o}(3),$ $\epsilon \mathrm{o}(V)$
$-$ . $z\in 3$ $K$ $K_{z}$ ,
$\mathrm{g}_{z}$ , (2.2) $K_{z}$ $V$ .
, (2.3) $\mathrm{g}_{z}$ $V$ .
22. $K_{z}$ $V$ F $\mathrm{t}_{z}$ $V$ $V=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ _{}z}\oplus V_{z}$
. ‘.
z $O_{\xi}^{G}\cap \mathrm{f}\perp$ , $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ explicit
. $\mathfrak{n}$ $(z, u)\in 3\oplus V$ $\mathfrak{n}^{*}$ $(\tilde{z},\tilde{u})\in \mathfrak{z}^{*}\oplus V^{*}$
. , $\mathrm{g}\perp\subset 9^{*}=\mathrm{e}*\oplus \mathfrak{n}^{*}$ $\mathrm{f}^{\perp}$ $\mathfrak{n}^{*}$ – . ,
$z\in 3,$ $u\in V$ , $V$ $\mathcal{V}_{z,u}$
$y\in 3$ , $(A, B)\in \mathrm{g}$ $\langle z, Ay\rangle+\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}z}v, Bv\rangle=0$
$v\in V$ $\mathcal{V}_{z,u}$ . [3, Lemma 3.1] z
, . , [7, Lemma 2.3] .
23. $l\ovalbox{\tt\small REJECT}=(\tilde{z},\tilde{u})\in \mathfrak{n}^{*}$ ,
$o_{\nu}^{G}\mathrm{n}\mathrm{e}^{\perp}=\{k\cdot(\tilde{z}, (u-\text{ _{}z}v)\sim) ; k\in K, v\in \mathcal{V}_{z,u}\}$ .
$\text{ },.(\mathrm{O}\mathrm{C})$ :
24. $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ :




, $(K, N)$ Gelfand pair
Heisenberg group ”Localization” .
$\mathfrak{n}_{z}:=\mathbb{R}z\oplus V_{z}$ bracket $[\cdot, \cdot]_{z}$ :
(3.1) $[t_{1}z+v_{1}, t_{2}z+v_{2}]_{z}:=Q_{z}[v_{1}, v_{2}]$ $(t_{j}\in \mathbb{R}, v_{j}\in V_{z} ; j=1,2)$ .
, $Q_{z}$ 3 & . z 2-step
$-$ . $\mathfrak{n}_{z}$ $\uparrow$) $N_{z}$ .
$N_{z}$ , $\text{ _{}z}\neq 0$ Heisenberg group , $\text{ _{}z}=0$ Aberian group
. $K$ $K_{z,w}$ ,
3.1. $z\in 3,$ $w\in V$ ,
$K_{z,w}:=\{(\phi, T)\in K;\phi z=z, TP_{z}w=P_{z}w\}$
. $V$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ _{}z}$ .
$K_{z,w}$ , $(\tilde{z},\tilde{w})\in \mathfrak{n}^{*}$ coadjoint orbit $K$
. , [3, Lemma 2.4 &Remark 2 $5|$ ”Localization
lemma” .
3.2. $(K, N)$ Gelfand pair , $z\in 3,$ $w\in V$
$(K_{z,w}, N_{z})$ Gelfand pair .
22 , $K_{z,w}\subset K_{z}$ , $K_{z,w}$ $\mathfrak{n}_{z}=\mathbb{R}z\oplus V_{z}$
. $K_{z,w}$ $N_{z}$ .
\S 4. Geometric Criterion
Heisenberg group , Orbit Condition Gelfand pair
( $[1]\ [3$ , Theorem 42]). 32
, .
4.1. $(K, N)$ Gelfand pair , $z\in 3,$ $w\in V$
$(K_{z,w}, N_{z})$ $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ .
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$z\in 3,$ $w\in V,$ $t\in \mathbb{R}$ ,
(4.1) $\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}tz}v, \mathrm{e}_{z,w}\cdot v\rangle=0$
$u,$ $v\in V_{z}$ , $Tu=u-\text{ _{}iz}v$ $(\phi, T)\in K_{z,w}$ .
.
43. $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ (LOC) . , $(K, N)$ Gelfand pair
$(K, N)$ $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ .
. $(\mathrm{O}\mathrm{C})\Rightarrow(\mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{c})$ . $z\in 3,$ $w\in V,$ $t\in \mathbb{R},$ $u,$ $v\in V_{z}$ (4.1)
. , $Tu=u-\text{ _{}tz}v$ $(\phi, T)\in K_{z,w}$
. $t=0$ , $t\neq 0$ .
Step 1: $\langle(u+P_{z}w)-\frac{1}{2}\text{ }tz(v+v’), \mathrm{e}_{z}\cdot(v+v’)\rangle=0$ $v’\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}J_{z}$ .
, 22 , $(A, B)\in \mathrm{g}_{z}$ $Bv\in V_{z}$ , $v’\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ _{}z}$
$Bv’\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ ,
$\langle(u+P_{z}w)-\frac{1}{2}\text{ _{}t}z(v+v’), B(v+v)’\rangle=\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}tz}v, Bv\rangle+\langle P_{z}w, Bv\rangle$
’
. , $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ _{}z}$ $v’$ , $(A, B)\in \mathrm{t}_{z}$
$\langle BP_{z}w, v\rangle’=\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}t}zv, Bv\rangle$
. , $\mathrm{f}_{z}$ $f1$ :
$f_{1}(A, B):= \langle u-\frac{1}{2}J_{tz}v, Bv\rangle$ .
(4.1) , $f1$ $\mathrm{e}_{z}/\mathrm{e}_{z,w}$ .
, orbit map $(A, B)\vdash+BP_{z}w$ $\tilde{\Phi}_{1}$ : $\mathrm{f}_{z}/\mathrm{f}_{z,w}\simeq \mathrm{e}_{z}\cdot(P_{z}w)$
. $\Psi_{1}:=f1^{\circ}(\tilde{\Phi}_{1})^{-1}$ $\mathrm{f}_{z}\cdot(P_{z}w)$
, $v’\in \mathrm{g}_{z}$ $(P_{z}w)$ , $\Psi_{1}=\langle\cdot, v’\rangle$ . ,
$(A, B)\in$
$\langle BP_{z}w, v’\rangle=\Psi_{1}(BP_{z}w)=(f1\circ(\tilde{\Phi}_{1})^{-}1)(BPwz)=\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}t}zv, Bv\rangle$ .
$P_{z}\mathrm{w}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $\text{ _{}z}$ , 22 $v’\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ . , Step 1
.
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Siep 2: $y\in 3$ , $(A, B)\in \mathrm{e}$
$\langle tz, Ay\rangle+\langle(u+P_{z}w)-\frac{1}{2}Jtz(v+v’), B(v+v’)\rangle=0$.
$A$ skew symmetric ,
$\langle tAz, y\rangle=\langle(u+P_{z}w)-\frac{1}{2}\text{ }tZ(v+v’), B(v+v^{;})\rangle$
$y\in 3$ , Step 1
. , $\mathrm{f}$ $(A, B)- \neq\langle(u+P_{z}w)-\frac{1}{2}\text{ }tz(v+v’), B(v+v’)\rangle$ ,
Step 1 $\mathrm{e}/\mathrm{e}_{z}$ .
$\mathrm{e}/\mathrm{f}_{z}\simeq \mathrm{t}\cdot Z\subset 3$ $\mathrm{f}\cdot z$ .
Step 3: $Tu=u-J_{z}v$ $(\phi, T)\in K_{z,w}$ .
, Step 2 $v+v’\in \mathcal{V}_{tz,u+}P_{z}W$ . $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ ,
24 $(\phi, T)\in K_{z}$ ,
$T(u+P_{z}w)=(u+P_{z}w)-\text{ _{}t}z(v+v’)=(u+P_{z}w)-\text{ _{}t}zv$
. 22 $T$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ _{}z}$ $V_{z}$ ,
$Tu=u-\text{ _{}tz}v$ $TP_{z}w=P_{z}w$ . , $(\phi, T)$ $K_{z,w}$
, Step 3 . , 42 (LOC)
.
$(\mathrm{L}\mathrm{O}\mathrm{C})\Rightarrow(\mathrm{O}\mathrm{C})$ , [3] .
( $\text{ _{}z}$ ) [7, Theorem 4.3]
\S 5.
43 , $-$ Gelfand pair Orbit Condition
, ,
. , $(\mathrm{O}\mathrm{C})$ 2 43 Step
1 , .
5.1. $(K, N)$ Gelfand pair :
$z\in 3$ , $\langle u-\frac{1}{2}\text{ _{}z}v, \mathrm{f}_{z}\cdot v\rangle=0$ $u,$ $v\in V$ ,
$Tu=u-J_{z}v$ $(\phi, T)\in K_{z}$ .
, .
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5.2. $(K, N)$ Gelfand pair :
$z\in 3$ , $\langle u, \mathrm{f}_{z}\cdot v\rangle=0$ $u,$ $v\in V$ , $u+\text{ _{}z}v$
$u-\text{ _{}z}v$ $K_{z}$-orbit .
, $(K, N)$ Gelfand pair , $\langle u, \mathrm{g}_{z}.v\rangle=0$ $u,$ $v\in V$
$|u+\text{ _{}z}v|=|u-\text{ _{}z}v|$ .
5.3. $(K, N)$ Gelfand pair , $z\in 3,$ $v\in V$ $\text{ _{}z}v\in \mathrm{f}_{z}\cdot v$
.
$K=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{n})\cap \mathrm{O}(\mathfrak{n})$ [4, Theorem 2.10]
, .
54. Riemannian 2-step nilmanifold commutative space
, Riemannian $\mathrm{g}.0$ . space .
, $\uparrow$) $M$ commutative space ,
$M$ .
, $M$ Riemannian $\mathrm{g}.0$ . space , $M$
one-parameter subgroup .
\S 6.
, Lauret [5] 2-step
. [7] .
6.1. $(\mathrm{S}\mathrm{O}(n), N(\mathcal{B}0(n), \mathbb{R}^{n}))$
$\mathrm{S}\mathrm{O}(n)$ $(\pi, \mathbb{R}^{n})$ . $\mathrm{S}\mathrm{O}(n)$ , $\mathfrak{n}:=\mathfrak{s}0(n)\oplus \mathbb{R}^{n}$ (Ad, $\pi$ )
. $\langle\cdot, \cdot\rangle$ $\mathfrak{n}$ . $\pi$
, $\mathfrak{n}=\mathfrak{s}o(n)\oplus \mathbb{R}^{n}$ bracket :
$\{$
$[\epsilon o(n), \mathfrak{n}]:=0$ , $[\mathfrak{n}, \mathfrak{n}]\subset\epsilon \mathrm{o}(n)$ ,
$\langle\pi(z)u, v\rangle:=\langle z, [u, v]\rangle$ $(z\in\epsilon \mathrm{o}(n), u, v\in \mathbb{R}^{n})$ .
$\mathfrak{n}$ 2-step . $\mathfrak{s}\mathrm{o}(n)$ – , 2
$\pi(z)$ - . , $\mathrm{S}\mathrm{O}(n)$ $\mathfrak{n}$
. I) $\mathfrak{n}$
$N(\mathcal{B}0(n), \mathbb{R}n)$ . $(\mathrm{S}\mathrm{O}(n), N(g\mathit{0}(n), \mathbb{R}^{n}))$ Gelfand pair
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[2, Theorem 5.12] , 5.1
.
62. $(\mathrm{S}\mathrm{O}(3)\cross \mathrm{S}\mathrm{O}(2), N(\epsilon o(3), \mathbb{R}3\oplus \mathbb{R}3))$
, $Z\in 3$ $(K_{z}, N_{Z})$ Gelfand pair
, $(K, N)$ Gelfand pair ( 32 ). $\mathrm{S}\mathrm{O}(3)$
$(\pi, \mathbb{R}^{3})$ . $\mathrm{S}\mathrm{O}(3)$ , $\mathfrak{n}:=\epsilon \mathrm{o}(3)\oplus \mathbb{R}^{6}$ (Ad, $\pi\oplus\pi$)
. $\langle\cdot, \cdot\rangle$ $\mathfrak{n}$ .
, $\mathfrak{n}=5\mathit{0}(3)\oplus \mathbb{R}^{6}$ bracket :
$\{$
$[50(3), \mathfrak{n}]:=0$ , $[\mathfrak{n}, \mathrm{n}]\subset\epsilon o(3)$ ,
$\langle(\pi(z)\oplus\pi(z))u, v\rangle:=\langle z, [u, v]\rangle$ $(z\in\epsilon \mathrm{o}(3), u, v\in \mathbb{R}^{6})$ .
$\epsilon \mathit{0}(3)$ - , 2 $\pi(z)\oplus\pi(z)$ - . $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathfrak{n})\cap$
$\mathrm{O}(\mathfrak{n})$ , $\mathrm{S}\mathrm{O}(3)\cross \mathrm{S}\mathrm{O}(2)$ . $\mathrm{S}\mathrm{O}(2)$ ,
$(\pi\oplus\pi, \mathbb{R}^{6})$ . $(\mathrm{S}\mathrm{O}(3)\cross \mathrm{S}\mathrm{o}(2), N(\mathit{5}o(3), \mathbb{R}^{3}\oplus \mathbb{R}^{3}))$ ,
Gelfand pair
, 5.1 .
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